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摘　　　要 : 提出了考虑滚动轴承内外圈滚道表面波纹度、Hertzian弹性接触力和径向游隙等非线性因素的

滚动轴承模型 ,建立了滚动轴承2转子系统的动力学微分方程 ,并用 Runge2Kutta2Felhberg算法对其求解.利

用分岔图、Poincaré映射图和频谱图 ,分析了参数变化时的滚动轴承2转子系统的分岔、混沌等非线性动力特
性.结果表明 :外圈波纹度波数与滚动轴承滚珠数目相等时 ,转子系统会产生强烈振动 ;转子系统进入混沌的

主要途径是倍周期分岔 ;内圈波纹度引起的振动频率与波数有明确的函数关系.
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Nonlinear dynamic characteristics of

a roll ing bearing2rotor system with surface waviness
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21 Instit ute of Engineering Mechanics ,
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Abstract : In consideration of the sources of nonlinearity such as inner and outer race

surface waviness , Hertzian elastic contact force and internal radial clearance , an analytical

model of rolling bearing was presented. The governing differential equations of motion of a

rolling bearing 2rotor system were solved by Runge2Kutta2Felhberg algorit hm. The nonlinear

dynamic behavior of t he system with variations of parameters was analyzed by means of bi2
f urcation diagrams , poincarémap s and spect rum diagrams. Simulation result s show t hat t he

severe vibration occurs when t he number of balls is equal to t he number of waves. The main

route to chaos is doubling bif urcation. There is a definitely f unctional relationship between

t he number of waves and f requencies of vibration produced by inner race waviness.

Key words : rolling bearing ; surface waviness ; nonlinear dynamics characteristic ;

bif urcation ; chaos

　　滚动轴承广泛应用于火箭发动机、航空燃气

涡轮机及其它旋转机械 ,其内外圈滚道表面波纹

度是造成轴承及转子系统产生振动、噪声和疲劳

破坏的主要因素之一.由于制造工艺的原因 ,滚动

轴承中不可避免的存在波纹度.为了确保旋转机

械安全、平稳的高速运转 ,有必要研究考虑滚动轴
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承内外圈波纹度的转子系统非线性动力特性.邓

四二[1 ]提出了一种减小波纹度幅值的光饰处理方

法.白长青[2 ]建立了考虑波纹度和滚动体离心力

的转子系统有限元模型 ,研究表明波纹度和离心

力对转子系统的动力特性有明显的影响.

Aktürk[ 3 ]提出了一种考虑波纹度的 3 自由度滚

动轴承振动模型. J ang[ 425 ]基于一个 5自由度动力

学模型 ,分析了波纹度对转子系统振动及稳定性

的影响. Harsha[627 ]研究了考虑波纹度的滚动轴

承及轴承2转子系统的非线性动力响应.这些研究

都是基于某一固定的参数 ,没有涉及转子转速、波

纹度波数和幅值等参数变化时系统的分岔、混沌

等非线性动力特性.

本文建立了考虑滚动轴承内外圈滚道表面波

纹度、Hertzian弹性接触力、径向游隙等非线性因

素的滚动轴承2转子系统的动力学方程 ,并用

Runge2Kutta2Felhberg算法对其求解 ,利用分岔

图、Poincaré映射图和频谱图 ,分析了参数变化时

的滚动轴承2转子系统的分岔、混沌等非线性动力
特性.

1　数学模型

在滚动轴承模型中 ,假设外圈与机架是刚性

支承 ,内圈刚性固定在转子轴上 ,滚珠等距离分布

在内外圈滚道之间做纯滚动 ,内外圈滚道表面波

纹度为正弦波.图 1 所示为滚动轴承和波纹度模

型示意图.

图 1　滚动轴承和波纹度示意图

Fig. 1　Schematic diagrams of bearing and waviness

1 . 1　内外圈波纹度

在某时刻 t ,第 j个滚珠与内圈滚道接触点的

表面波纹度 pi j可表示为

pi j = A i sin 2π L
λ +θi 　j = 1 ,2 , ⋯, N b (1)

式中 A i 为最大幅值 , L 为该接触点距参考点的弧

长 ,λ为波长 ,θi 是初始相位角 , N b 是滚珠数目 ,

且有

λ =
2πRi

N w
(2)

L = Riφj (3)

式中 Ri 是内圈滚道半径 , N w 为波数 ,φj 是 t 时刻

接触点的角位置

φj =
2π
N b

( j - 1) + (ωc - ωi ) t

j = 1 ,2 , ⋯, N b (4)

其中ωi 是内圈角速度 ,ωc 是滚珠公转的角速度 ,

其大小为[8 ]

ωc =ωi
Ri

Ri + Ro
(5)

式中 Ro 是外圈滚道半径.将式 (2) , (3)和 (4)代

入 (1)可得

pi j = A i sin Nw
2π
N b

( j - 1) + (ωc - ωi ) t +θi

j = 1 ,2 , ⋯, N b (6)

　　同理 ,可得 t时刻第 j 个滚珠与外圈滚道接

触点的表面波纹度 po j

po j = Ao sin N w
2π
N b

( j - 1) +ωc t +θo

j = 1 ,2 , ⋯, N b (7)

式中 Ao 为外圈波纹度最大幅值 ,θo 是初始相位

角.

1 . 2　非线性轴承力

根据赫兹 ( Hertz)弹性接触理论 ,第 j 个滚珠

与内外圈滚道间的局部接触弹性恢复力 F j 与接

触弹性变形的关系为

Fj = kb u3/ 2
j (8)

式中 uj 表示弹性变形量 , kb 表示总接触刚度 ,大

小为

kb =
1

(1/ ki )
2/ 3 + (1/ ko ) 2/ 3

3/ 2

(9)

其中 ki 和 ko 分别表示滚珠与内、外圈滚道间的

接触刚度.若两接触体材料特性相同 ,则有

ki = ko =
2 2 E

3 (1 - μ2 )
× ∑ρ

- 1/ 2
(δ3 ) - 3/ 2

(10)

其中 E是弹性模量 ,μ是泊松比 , ∑ρ是接触点
的曲率和 ,δ3是变形系数 ,其值可查文献[ 9 ] .

图 1所示坐标系中 ,第 j 个滚珠的弹性变形

量 u j 可表示为 :

uj = [ ( x cosφj + y sinφj ) cosα- λo +

pi j - po j ]+ 　j = 1 ,2 , ⋯, N b (11)
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其中 x , y ,α和λo 分别表示轴承内圈中心点在垂

直方向和水平方向的位移、滚动轴承接触角和径

向游隙 ,下标“+”表示如果计算得到的 uj ≤0 ,则

第 j个滚珠没有产生接触变形.

由于赫兹弹性接触 ,滚珠2滚道间产生了一个
非线性恢复力.将式 (11)代入式 (8) ,得到第 j 个

滚珠的非线性恢复力 F j 为

Fj = kb ·

[ ( x cosφj + y sinφj ) cosα- λο + pi j - po j ]3/ 2
+

j = 1 ,2 , ⋯, N b (12)

式中下标“+”表示只计入括号内为正的数值 ,如

果括号内的表达式为负或 0 ,则 Fj = 0 .

滚动轴承的非线性轴承力 F为所有滚珠恢

复力之和.由式 (12)可得

F = kb ∑
N b

j = 1

[ ( x cosφj + y sinφj ) cosα-

λo + pi j - po j ]3/ 2
+ (13)

1 . 3　滚动轴承2转子系统动力学方程

本文研究的滚动轴承2转子系统如图 2所示.

为了重点考察表面波纹度对滚动轴承2转子系统
非线性动力特性的影响 ,对系统做以下简化和假

设 :转子是刚性平衡转子 ,由两个参数相同、对称

分布的滚动轴承支撑 ;两轴承具有相同的波纹度

波形且没有相位差 ;滚珠是理想圆球 ;根据 La2
grange方程 ,该系统的动力学方程可表示为

mẍ + cÛx + ∑
N b

j = 1
kb [ ( x cosφj + y sinφj ) ·

cosα- λο + pi j - po j ]3/ 2
+ cosφj = Fr

mÿ + cÛy + ∑
N b

j = 1
kb [ ( x cosφj + y sinφj ) ·

cosα- λο + pi j - po j ]3/ 2
+ sinφj = 0

(14)

其中 m为转子系统质量 , c为由于摩擦和油膜造

成的等效粘滞阻尼 , Fr 为作用在转子上的恒定垂

直力.

图 2　滚动轴承2转子系统
Fig. 2　Rolling bearing2rotor system

图 3　位移 x随转速变化的分岔图

Fig. 3　x2displacement bifurcation diagrams

varying with rotation speed

2　计算结果及分析

以某陀螺仪轴连轴承单元为例进行分析.该

转子系统的参数为 : m = 01118 9 kg , c = 100

Ns/ m , Fr = 1125 N. 滚动轴承参数为 : N b = 7 ,

Ro = 51691 mm , Ri = 31295 mm ,γo = 1μm , Ao =

A i = 3μm ,α= 0°,滚珠直径 :2. 381 mm.

由于方程 (14)的强非线性 ,本文采用 Runge2
Kutta2Felhber法求解 ,初始积分步长取一个激励

周期的 1/ 200.计算结果以分岔图、Poincaré映射

图和频谱图等形式给出.

2 . 1　外圈波纹度的影响

2. 1. 1　波　数

波数是影响滚动轴承2转子系统动力特性的
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重要因素之一.图 3给出了波数 N w 分别为 6 ,7 ,8

和 9时在转子转速 n = 5 000～25 000 r/ min的范

围内 x方向的位移随转速变化的分岔图.

当 N w = 6 时 ,系统主要是周期响应 ,在 n =

6 800 r/ min和 n = 8 360 r/ min 左右的小范围转

速区域 ,系统是拟周期响应. n = 8 360 r/ min时的

Poincaré映射图如图 4 所示 ,在 Poincaré映射图

上映射点形成了一条封闭的曲线 ,表明系统运动

进入拟周期运动状态.

图 4　n = 8 360 r/ min时的 Poincaré映射图

Fig. 4　Poincarémap at 8 360 r/ min

当 N w = 7时 ,波数与滚动轴承的滚珠数目相

等 ,滚动轴承2转子系统表现出丰富的非线性特
性 ,如图 3 (b)所示 ,其运动非常复杂 ,有多种周期

和拟周期、混沌等响应形式.在 n = 5 000～6 932

r/ min , n = 6 934～7 920 r/ min , n = 8 400～9 160

r/ min , n = 9 800～11 680 r/ min 和 n = 21 440～

25 000 r/ min 范围 ,系统呈 1 周期运动. 在 n =

9 160～9 800 r/ min , n = 14 480～17 520 r/ min和

n = 20 680～21 440 r/ min范围 ,系统呈 2周期运

动.图 5 是 n = 15 000 r/ min 时的 Poincaré映射

图 ,图中有两个 Poincaré映射点 ,表明系统是 2

周期运动.在 n = 6 933 r/ min左右的极小的转速

范围区域 ,系统处于拟周期状态.图 6是 n = 6 933

r/ min时的 Poincaré映射图.在 n = 7 920～8 400

r/ min , n = 11 680～14 480 r/ min和 n = 17 520～

20 680 r/ min转速范围 ,转子系统存在三个混沌

响应区域.图 7是 n = 19 800 r/ min时的 Poincaré

映射图 ,图中细致结构的混沌吸引子表明系统进

入了混沌.在 n = 9 800 r/ min和 n = 21 440 r/ min

处 ,系统发生了倍周期分岔.随着转速的改变 ,系

统由 1周期经历倍周期分岔而进入混沌.

当 N w = 8 时 ,转子系统的响应比较简单 ,如

图 3 (c)所示.在 n = 6 600～7 120 r/ min的转速范

围 ,系统处于拟周期运动 ,其它转速范围 ,系统都

是 1周期振动.

当 N w = 9 时 ,转子系统的响应如图 3 ( d)所

示.在 n = 11 300～12 850 r/ min的转速范围 ,系

统处于拟周期运动 ,在 n = 22 750～25 000 r/ min

的转速范围 ,系统呈 2 周期运动.其余转速范围 ,

系统都是 1周期振动.

由以上分析可知 :当外圈波纹度波数与滚动

轴承滚珠数目相等时 ,转子系统的动力学特性极

为复杂 ,转子系统易进入混沌状态 ,发生强烈振
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动.这与文献[10 ]的实验结果一致.转子系统进入

混沌的途径主要是倍周期分岔.

2. 1. 2　幅　值

图 8是 n = 20 000 r/ min时 x 方向位移随外

圈波纹度幅值 A o 变化的分岔图. 在 Ao =

0～7. 5μm和 Ao = 14. 5～23μm 范围 ,系统呈混

沌状态.图 9是 Ao = 4μm的 Poincaré图.当Ao =

7. 5～14. 5μm 时 ,系统为 2 周期振动.在 Ao =

25～30μm范围 ,系统为 1 周期振动.在 Ao = 25

μm处 ,随着幅值的减少 ,系统由 1周期振动变为

2周期、4周期 ,经倍周期分岔而进入混沌.

在该转速下 ,随着波纹度幅值的增大 ,非周期

响应和周期响应交错出现 ,最后稳定在 1周期.因

此 ,合理的控制外圈波纹度幅值 ,可以降低波纹度

引起的非周期振动 ,提高系统运行的稳定性.

2 . 2　内圈波纹度的影响

滚动轴承运转时 ,其滚珠每通过内圈波纹度

波峰一次 ,就产生一次振动 ,这即为波通过振动

WPV (Wave passage vibration) [9 ] .波通过振动频

率 f wp为

f wp =
(ωi - ωc ) N b

2π
(15)

而轴承内圈与转子轴以相同的频率 f i 旋转

f i =
ωi

2π
=

n
60

(16)

式中 n是转子的转速 (单位 r/ min) .当 n = 8 000

r/ min时 ,为研究内圈波纹度的影响而得到的转

子系统在不同波数时的频谱图如图 10所示.

当 N w = 7 时 ,波数与滚珠数目相等 ,系统的

响应比较复杂 ,有多种频率成分 ,如图 10 (a)所

示.最大振幅出现在波通过频率 f wp ,系统还有频

率为 2 f wp和 3 f wp的超谐波响应 ,而且系统中还存

在频率分别为 f wp - 2 f i , 2 f wp - 2 f i , 3 f wp - 2 f i 和

4 f wp - 2 f i 的组合振动. 当 N w = 11 和 N w = 13

时 ,系统的响应都只有一种频率 ,分别为 3 f wp + f i
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和 2 f wp - f i .表 1是不同波数时最大振幅对应的

频率.

表 1　不同波数时最大振幅对应的频率

Table 1　Frequency at peak amplitude

波数 Nw 最大振幅处频率 f / Hz

6 f wp - f i

7 f wp

8 f wp + f i

9 f wp + 2 f i

10 3 f wp - f i

11 3 f wp + f i

12 2 f wp - 2 f i

13 2 f wp - f i

14 2 f wp

15 2 f wp + f i

16 2 f wp + 2 f i

17 5 f wp - f i

由表 1可得 ,波数 N w ,滚珠数目 N b 和最大

振幅处的频率 f 满足以下关系式

存在非负整数 i和 j ,使

N w = iN b ±j (17)

则有

f =
if wp ±j f i j = 0 ,1或 2

(2 i + 1) f wp + (2 j - 7) f i 　j = 3或 4

(18)

　　利用式 (18)可预测更大波数时最大振幅处的

频率 f .

3　结　论

建立了考虑滚动轴承内外圈滚道表面波纹度

的轴承2转子系统的动力学方程 ,分析了波纹度对

转子系统非线性动力特性的影响.研究表明 :

1) 外圈波纹度波数与滚动轴承滚珠数目相

等时 ,转子系统会产生强烈振动.

2) 转子系统进入混沌的主要途径是倍周期

分岔.

3) 内圈波纹度引起的振动频率与波数有关 ,

满足

波数 N w = i N b ±j

最大振幅处的频率

f =
if wp ±j f i j = 0 ,1或 2

(2 i + 1) f wp + (2 j - 7) f i 　j = 3或 4

以上的计算结果可为该类转子的设计及滚动轴承

表面质量控制提供一定的参考依据.
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